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1 Задачи

1. Чему должна равняться доля нерелятивистской материи Ωm, измеренная в едини-
цах критической плотности, чтобы момент рекомбинации совпал с моментом перехо-
да от радиационно- к материально-доминированной стадии? Предполагаем Ωm + ΩΛ = const

(ΩΛ – плотность Λ-члена), а остальные параметры равны параметрам Космологиче-
ской Стандартной Модели ΛCDM .

2. Пусть распределение плотности материи в некоторой галактике-линзе массы
Mtot = 2 · 1045 г, находящейся от наблюдателя на расстоянии1 1 Гпк, описывается
профилем изотермической сферы с размером ядра r0 = R/4 = 5 кпк, где R – радиус
всего гало. На одной оси с ними, на расстоянии 2 Гпк от наблюдателя, расположен
линзируемый источник. Чему равен угол Хвольсона–Эйнштейна, если расстояние
между линзой и источником – 1, 3 Гпк?

3. Вселенная заполнена массивным скалярным полем с потенциалом V (ϕ) = m2ϕ2/2

и тяжелыми частицами (давление p = 0). В начальный момент времени доминируют
частицы, а поле находится в состоянии |ϕ̇0|/m ∼ ϕ0 >> MPl (ϕ̇0 ≡ ϕ̇(0), ϕ0 ≡ ϕ(0)).
Найти минимальное отношение тензорной моды к скалярной, генерируемое в данной
модели.

1Расстояние определяется по угловому диаметру. По определению, D ≡ r/θ, где r – физический
размер объекта, а θ – угол, под которым он наблюдается на небе.
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2 Решения

Задача 1.

1-й способ. Плотность нерелятивистской и релятивистской материи зависят от
красного смещения соответственно как ρm ∝ Ωm(1+z)3 и ρrel ∝ Ωrel(1+z)4. В момент
перехода от радиационно- к материально-доминированной стадии в ΛCDM -модели

Ωm = Ωrel(1 + zeq),

где zeq ≈ 3000, а Ωm ≈ 0, 3. При совпадении этого момента с моментом рекомбинации

Ω′
m = Ωrel(1 + zrec),

где zrec ≈ 1000. Отсюда
Ω′

m = Ωm
1 + zrec

1 + zeq

≈ 0, 1.

2-й способ. В Стандартной Модели плотность релятивистской материи (включая
три сорта безмассовых нейтрино!) Ωrel ≈ 10−4. Отсюда

Ω′
m = Ωrel(1 + zrec) ≈ 0, 1.

Задача 2.

Вычислим угол Хвольсона–Эйнштейна θ
(0)
CE по полной массе2:

θ
(0)
CE =

√
4GMtot

c2

Dls

DsDl

=

√
4 · 6, 67 · 10−8 · 2 · 1045

9 · 1020

1, 3

2 · 1 · 3, 1 · 1027
≈ 10−5 рад.

Следовательно, эффективно линзирование происходит на прицельном параметре ξ =

Dlθ
(0)
CE ∼ 10 кпк ∼ R, а значит, в определении истинного угла Хвольсона–Эйнштейна θCE

играет роль распределение массы внутри гало. Решим уравнение на θCE:

θ2
CE =

4GM(θCEDl)

c2

Dls

DlDs

, (1)

2Поскольку расстояния рассчитываются по угловому размеру, формула для линзирования в рас-
ширяющейся Вселенной имеет вид таковой для плоского пространства–времени. Однако определен-
ное таким образом расстояние уже не обладает свойством аддитивности: Ds 6= Dl+Dls. Аддитивным
остается лишь сопутствующее расстояние (см. В.Н. Лукаш, Е.В. Михеева “Физическая космология”,
§ 2.7).
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для чего вычислим распределение массы M(r) = 4π
∫ r

0
ρ(r′)r′2dr′ для профиля изо-

термической сферы3

ρ(r) =





ρ0

1 + 2(r/r0

√
2)2

, r < r0,

2

3
ρo(r0/r)

2, r > r0.

(2)

Вводя безразмерные величины x = r/ξ ≈ r/2r0 и M̃(r) = M(r)/Mtot и помня, что
r = DlθCE, переписываем уравнение (1) в виде:

x =
M̃(x)

x
, (3)

где правая часть с учетом (2) равна (α ≡ 1−√2 arctan(1/
√

2) ≈ 0, 1):

M̃(x)

x
=





2

1 + α

[
1− arctan(x

√
2)

x
√

2

]
, x < 1/2,

1

1 + α

[
2

3
− 1/3− α

x

]
, 1 > x > 1/2.

Построив эскиз графика правой части, легко убедиться, что уравнение (3) имеет
единственное решение x = 0, т.е. θCE = 0. Масса линзы с удалением от ее центра
растет так медленно, что для центрированного источника к наблюдателю проходит
единственный луч (совпадающий с оптической осью), а все остальные отклоняются
недостаточно сильно. Однако если источник расположен под некоторым углом θS,
событие линзирование может произойти, поскольку разница между правой и левой
частями (3) как раз равна θSDl/ξ.

Задача 3.

T/S = 4γ (γ ≡ −Ḣ/H2) ⇒ задача сводится к оценке γ. Система уравнений имеет
вид 4 (уравнение движения поля следует из первых двух уравнений):

3H2 = ϕ̇2/2 + m2ϕ2/2 + ε0/a
3, (4)

− 2Ḣ = ϕ̇2 + ε0/a
3, (5)

ϕ̈ + 3Hϕ̇ + m2ϕ = 0, (6)
3Можно также воспользоваться профилем ρ ∝ (1+(r/r0)2)−1, также дающим правильную асимп-

тотику при больших r.
4Полагаем 8πG = 1.
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где ε0 – плотность энергии тяжелых частиц в начале расширения и выбрано a(0) = 1.

Эволюция такой Вселенной разбивается на три стадии.

1-я стадия. Поле быстро приходит в состояние ϕ ∼ ϕ0, ϕ̇ ∼ 0. Действительно,
в начальный момент времени второй член в уравнении (6) 3Hϕ̇|0 >> (mϕ0) · ϕ̇0 =

m2ϕ2
0, т.е. третьим членом можно пренебречь, а значит, на этом этапе ϕ ∝ 1/a3 и

ϕ̇ ∝ −3H/a3. При этом, поскольку энергия поля падает как 1/a6, частицы (пыль)
по-прежнему доминируют, а γ ≈ 3/2.

2-я стадия. Эволюцию на второй стадии можно представить как эволюцию пыли
в присутствии лямбда-члена λ ≡ m2ϕ2

0/2. Решение 1-го уравнения Фридмана в этом
случае имеет вид a(t) = a0 sinh2/3(βt) (β2 = 3Λ/4) и γ ∝ 1/ cosh2(βt) ⇒ γ убывает.
Кроме того, в некоторый момент начинает доминировать поле и происходит переход
к 3-й стадии инфляции, на которой, как известно, γ медленно возрастает.

Таким образом, для оценки минимального T/S посчитаем это соотношение в на-
чале инфляции, что дает (T/S)min ≈ 8/ϕ2

0.
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